



У статтi введено узагальнення бiотопного простору. Доведено, що таке узагальнення є n-напiвметричним
простором. Охарактеризовано групу iзометрiй цього простору та розглянуто деякi її властивостi.
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Вступ
У 1930-х роках в [2] було введено поняття n-
метрики як узагальнення понять метрики. У [4]
було введено поняття n-напiвметрики. Нагадаємо
означення n-напiвметричного простору.
Нехай n — деяке натуральне число.
Означення 1. n-напiвметрикою заданою на мно-
жинi X називається функцiя d: Xn+1 → R+ для
якої виконуються такi умови:
1. d — повнiстю симетрична, тобто для до-
вiльних x1, x2, . . . , xn+1 ∈ Xn+1 i кожної
перестановки pi ∈ Sn+1 чисел 1, . . . , n + 1
справедливою є рiвнiсть
d(xpi(1), xpi(2), . . . , xpi(n+1)) =
= d(x1, x2, . . . , xn+1).
2. d — задовольняє симплецiальну нерiвнiсть,
тобто для довiльних x1, x2,. . . , xn+2 ∈
Xn+1:




d(x1, x2, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn+2).
Множина X iз заданою на нiй n-напiвметрикою
d називається n-напiвметричним простором i по-
значається (X, d).
Метою цiєї статтi є узагальнення поняття
бiотопної метрики та дослiдження деяких вла-
стивостей введеного n-напiвметричного простору.
Зокрема, для n-напiвметричних просторiв, за ана-
логiєю з метричними просторами, можна ввести
поняття iзометрiї. Як i для метричних просто-
рiв, всi iзометрiї n-напiвметричного простору утво-
рюють групу. У цiй статтi буде охарактеризова-




Простiр бiотопiв або бiотопний простiр було
введено у працi [5] для потреб математичної бiоло-
гiї. Нехай X — скiнченна множина, Ai, i = 1, 2 —








Побудуємо n-напiвметричний простiр, що був
би узагальненням бiотопного метричного просто-
ру. Нехай n ∈ N . Розглянемо функцiю δ :
(2X)n+1 → R+, визначену за таким правилом:












де Ai ∈ 2X .
Теорема 1. Функцiя δ є n-напiвметрикою на 2X .
Доведення. При n = 1 простiр (X, δ) — бiотопний
простiр, для нього вже доведено його метричнiсть.
Тож, нехай n ≥ 2.
Повна симетричнiсть очевидна. Доведемо сим-
плецiальну нерiвнiсть, тобто покажемо, що для до-








1≤i<j≤n+2,i6=k,j 6=k |Ai4Aj |
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Тодi |⋃n+1l=1 Al|+ |An+2\⋃n+1l=1 Al| = y+ z. Оскiль-
ки для кожного k, 1 ≤ k ≤ n, |⋃n+2l=1,l 6=k Al| ≤
|An+2
⋃∪n+1l=1 Al|, то виконання нерiвностi (1) ви-









1≤i<j≤n+2,i6=k,j 6=k |Ai4Aj |
y + z
. (2)
























n× (n+ 1)× z
y + z
,
виконуватиметься i (3), а отже, i (1).
Позначимо
∑
1≤i<j≤n+1 |Ai4Aj | = x. Тодi








xz ≤ (n− 2)xy + yzn(n+ 1). (4)
Оскiльки (n− 2)xy ≥ 0, то з нерiвностi
xz ≤ yzn(n+ 1)
випливатиме нерiвнiсть (4). Якщо z = 0, то остан-
ня нерiвнiсть, очевидно, виконується. Нехай z 6= 0.
Покажемо, що виконується нерiвнiсть




























|Ai ∩Aj | ≤












Скоротивши на n, маємо:
n+1∑
i=1




що, очевидно, виконується. Таким чином, нерiв-
нiсть (5) справджується. Отже, виконується i не-
рiвнiсть (1), що i доводить теорему 1.
Зауваження 1. Пiд час доведення було показано
(нерiвнicть (5)), що значення n-напiвметрики δ не






Iзометрiї простору (2X , δ)
Означення 2. Нехай (X, dX) та (Y, dY ) — n-
напiвметричнi простори. Бiєкцiя f : X → Y нази-
вається iзометрiєю n-напiвметричних просторiв
X i Y , якщо ∀ a1, a2, . . . , an+1 ∈ X виконується:
(dY (f(a1), f(a2), . . . , f(an+1)) =
dX(a1, a2, . . . , an+1).
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Частковим випадком iзометрiй є iзометрiї з X
на X . Як легко помiтити, множина всiх iзометрiй
з множини X в X з операцiєю суперпозицiї утво-
рюють групу. Розглянемо деякi властивостi групи
iзометрiй узагальненого бiотопного простору.
Теорема 2. Нехай f : 2X → 2X — iзометрiя про-
стору (X, δ).
Якщо |X|= 1, то є 2 iзометрiї – а) тотожня, б)
f (X)= ∅, f (∅)=X.
Якщо 1 < |X|< ∞, то справедливi такi твердже-
ння:
1. Множини, що перетинаються, при вiдобра-
женнi f переходять у множини, що пере-
тинаються. Множини, що не перетинають-
ся, — у множини, що не перетинаються.
2. f(∅) = ∅.
3. f(X) = X .
4. f зберiгає кiлькiсть елементiв множини.
5. f зберiгає вiдношення включення.
Доведення. 1. Нехай A,B ∈ 2X , A ∩B = ∅. Тодi
δ(A,B,B, . . . , B) =
=
∑





|A ∪B| = n.
За визначенням iзометрiї,
δ(f(A), f(B), f(B), . . . , f(B)) =
= δ(A,B,B, . . . , B) = n.
Тобто,
n× |f(A) ∪ f(B)| − n× |f(A) ∩ f(B)|
|f(A) ∪ f(B)| = n.
Звiдки |f (A) ∩ f (B)| = 0.
Iнакше кажучи, δ(A,B,B, . . . , B) = n тодi i
тiльки тодi, коли A ∩ B = ∅. А так, як δ — iзо-
метрiя, то вiдстань δ(f(A), f(B), f(B), . . . , f(B))
теж рiвна n, отже, A i B не перетинаються.
I навпаки, якби A,B перетинались, то вiдстань
мiж A,B,B, . . . , B не була б n.
2. Якщо f(∅) 6= ∅, то ∃B таке, що B 6= f(∅),
f(∅) ∩ B 6= ∅. Тодi б, за пунктом 1, ∅ ∩ B 6= ∅, що
неможливо.
3. Оскiльки X — єдина множина, що має не-
порожнiй перетин з кожною непорожньою множи-
ною, то твердження випливає з пункту 1.
4. Зауважимо, що
δ(A,A, . . . , A,X) =
n× |X\A|
|X| .
Оскiльки f(X) = X , то
δ(f(A), f(A), . . . , f(A), f(X)) =




δ(A,A, . . . , A,X) =






Звiдки |A| = |f(A)| .
5. Нехай як i ранiше A,B ∈ 2X . Доведемо, що
B ⊂ A тодi i тiльки тодi, коли f(B) ⊂ f(A).
Нехай |A| = k, |B| = m. Тодi
|A| = |f(A)| = k, |B| = |f(B)| = m ≤ k.
Отже,




δ(f(A), f(B), f(B), . . . , f(B)) =
=
n× (|f(A)|+ |f(B)| − 2× |f(A) ∩ f(B)|)
|f(A) ∪ f(B)| =
=
n× (|f (A)|+ |f(B)| − 2 |f (A) ∩ f (B)|)
|f (A)|+ |f(B)| − |f (A) ∩ f (B)| .
Очевидно, що
|f (A) ∩ f (B)| ≤ |f(B)| ≤ |f(A)| .
Позначимо |f (A) ∩ f (B)| = m − z, де
m ≥ z ≥ 0.
У нових позначеннях:
δ(f(A), f(B), f(B), . . . , f(B)) =
=
n× (|f (A)|+ |f (B)| − 2 |f (A) ∩ f (B)|)
|f (A)|+ |f (B)| − |f (A) ∩ f (B)| =
=
n× (k+m− 2 (m− z))
k+m− (m− z) =
n× (k −m+ 2z)
k + z
.
Так, як f — iзометрiя, тобто,
δ(A,B,B, . . . , B) =
δ(f(A), f(B), f(B), . . . , f(B)),





n× (k −m+ 2z)
k + z
.
Звiдки, спростивши, маємо zk = −zm. Оскiльки
0 ≤ z ≤ m ≤ k, то z = 0.
Таким чином, |f (A) ∩ f (B)| = |f(B)| . Звiдки
випливає:
f(B) = f (A) ∩ f (B) .
Отже, f(B) ⊂ f(A), що й треба було довести.
I навпаки, припустимо, що для деяких A,B ви-
конується f(B) ⊂ f(A). Тодi, оскiльки f−1 – iзо-
метрiя i f(B) ⊂ f(A), то з доведеного вище випли-
ватиме, що f−1(f(B)) ⊂ f−1(f(A)), тобто B ⊂ A.
Водночас довiльна бiєкцiя f : 2X → 2X , для якої
виконуються пункти 1–5 цiєї теореми, є iзометрiєю
простору (X, δ). У наступних теоремах наведено
необхiднi i достатнi умови того, що перестановка
на 2X буде iзометрiєю.
Теорема 3. Нехай f : 2X −→ 2X — бiєкцiя. Вi-
дображення f є iзометрiєю простору (Bool(X), δ)
тодi i тiльки тодi, коли воно зберiгає вiдношення
включення. Тобто, ∀A,B ⊆ X:
B ⊂ A⇒ f(B) ⊂ f(A).
Доведення. Необхiднiсть доведено в попереднiй
теоремi, доведемо достатнiсть.
По-перше, зауважимо, що з того, що f зберiгає
вiдношення включення i є перестановкою на скiн-
ченнiй множинi 2X , випливає: f зберiгає i вiдноше-
ння невключення (тобто, якщо B — не пiдмножина
A, то f(B) — не пiдмножина f(A)). Доведемо це
вiд супротивного, припустимо, f не зберiгає вiдно-
шення невключення. Тодi iснують множини A,B
такi, що B — не пiдмножина A i f(B) — пiдмножи-
на f(A). Так, як f зберiгає вiдношення включення,
f(A) має бiльше пiдмножин нiж A. Для кожного
i = 0, |X| cеред елементiв 2X є певна кiлькiсть
(а саме |X|!(|X|−i)! ) множин, у яких рiвно 2
i пiдмно-
жин, i (бо f — бiєкцiя) стiльки ж елементiв, у яких
рiвно 2i пiдмножин, має множина f(2X). З цього
i з того, що f(A) має бiльше пiдмножин, нiж A,
i всi елементи 2X при вiдображеннi f переходять
у множини з неменшою кiлькiстю пiдмножин, ви-
пливає, що iснує A1 ⊂ X , що має меншу кiлькiсть
пiдмножин, нiж A, яка при вiдображеннi f перехо-
дить у множину з такою ж кiлькiстю пiдмножин,
як A. Повторюючи останнє мiркування скiнченну
кiлькiсть разiв, отримуємо, що iснує множина At,
яка має меншу кiлькiсть пiдмножин, нiж ∅, що не-
можливо. Отримана суперечнiсть доводить наше
твердження.
З того, що f зберiгає вiдношення включення
та невключення i є перестановкою на скiнченнiй
множинi випливає, що f зберiгає кiлькiсть еле-
ментiв. Справдi, у множин D та f(D) однакова
кiлькiсть пiдмножин — 2|D|. З чого випливає, що
|D| = |f(D)|.





1≤i<j≤n+1 (|Ai|+ |Aj | − 2|Ai ∩Aj |)
|⋃l=n+1l=1 Al| .
















1≤i<j≤n+1 (|Ai|+ |Aj | − 2|Ai ∩Aj |)
|⋃n+1l=1 Al| =∑
1≤i<j≤n+1 (|f(Ai)|+ |f(Aj)| − 2|f(Ai) ∩ f(Aj)|)
|⋃n+1l=1 f(Al)| .
Для цього достатньо показати, що |Ai| =
|f(Ai)|, |
⋃n+1
l=1 Al| = |
⋃n+1
l=1 f(Al)|, |f(Ai ∩Aj)| =
|f(Ai) ∩ f(Aj)|.




l=1 Al), бо f зберiгає вiдношення
включення.
З iншого боку, так, як f зберiгає вiдношення
невключення, не iснує множини B ⊂ X\⋃n+1l=1 Al






|⋃n+1l=1 Al| = |f(⋃n+1l=1 Al)|, бо f зберiгає кiль-











З того, що f зберiгає вiдношення включення,
випливає:
f(Ai ∩Aj) ⊆ f(Ai), f(Ai ∩Aj) ⊆ f(Aj),
звiдки f(Ai ∩Aj) ⊆ f(Ai) ∩ f(Aj).
Отже, |f(Ai ∩Aj)| ≤ |f(Ai) ∩ f(Aj)|.
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З того, що f зберiгає вiдношення включення,
невключення, випливає:
f−1(f(Ai)∩f(Aj)) ⊆ Ai, f−1(f(Ai)∩f(Aj)) ⊆ Aj ,
звiдки f−1(f(Ai) ∩ f(Aj)) ⊆ Ai ∩Aj .
|f(Ai ∩Aj)| ≥ |f(Ai) ∩ f(Aj)|.
Отже, |f(Ai ∩Aj)| = |f(Ai) ∩ f(Aj)|.
Чим i доведено, що f — iзометрiя.
Теорема 4. Нехай f : 2X → 2X — бiєкцiя. Вiдобра-
ження f є iзометрiєю простору (Bool(X), δ) тодi
i тiльки тодi, коли воно зберiгає вiдношення пере-
тину. Тобто,
B ∩A 6= ∅ ⇒ f(B) ∩ f(A) 6= ∅.
Доведення. Необхiднiсть вже була доведена у пер-
шiй теоремi роздiлу про iзометрiї, доведемо доста-
тнiсть.
Так само, як i в попереднiй теоремi, з того, що
f зберiгає вiдношення перетину i є перестановкою
на скiнченнiй множинi 2X випливає, що множини,
якi не перетинаються, f переводить у множини, якi
не перетинаються; f зберiгає кiлькiсть елементiв.
Для множини A iснує єдина множина макси-
мального розмiру, з якою вона не перетинається, —
це її доповнення. Тому (i бо f зберiгає кiлькiсть
елементiв) |X\A| = |X\f(A)|. Отже, бачимо, що
всi множини, з якими множинаA не перетинається,
f переводить у пiдмножини доповнення до мно-
жини f(A). Це означає, що f зберiгає вiдношення
включення, а тому, за теоремою 3, є iзометрiєю.
Зауважимо також, що лише умови про збереже-
ння кiлькостi елементiв недостатньо, щоб бiєкцiя
f була iзометрiєю.
Теорема 5. Група iзометрiй простору
(Bool(X), δ) iзоморфна групi всiх пiдстановок на
множинi X .
Доведення. Кожнiй пiдстановцi ϕ: X −→ X поста-
вимо у вiдповiднiсть бiєкцiю f на одноелементних
пiдмножинах множини X , таку, що для ∀x ∈ X
виконується
f({x}) = {ϕ(x)}.
Довизначимо f на всю (Bool(X) так, щоб во-
на була бiєкцiєю i зберiгала вiдношення вклю-
чення. Таке довизначення iснує i воно єдине.
А саме для довiльної m-елементної пiдмножини
{x1, x2, . . . , xm}, 0 ≤ m ≤ |X|, покладемо
f({x1, x2, . . . , xm}) = {ϕ(x1), ϕ(x2), . . . , ϕ(xm)}.
Така f є iзометрiєю (2X , δ).
I навпаки, кожнiй iзометрiї f простору (2X , δ)
можна поставити у вiдповiднiсть одну i тiльки одну
пiдстановку ϕ: X −→ X , що для ∀x ∈ X виконує-
ться f({x}) = {ϕ(x)}.
Iншi узагальнення бiотопного простору
1. Нехай, як i ранiше n ≥ 2 ∈ N . Розглянемо
функцiю δˆ : (2X)n+1 → R+, визначену за таким
правилом:










, в iншому випадку.
Така функцiя теж буде n−напiвметрикою на 2X ,
де X - скiнченна множина.
Доведення. Симетричнiсть очевидна. Потрiбно до-
вести сiмплецiальну нерiвнiсть:
|A14A24 . . .4An+1|
|⋃n+1l=1 Al| ≤
|A24A34 . . .4An+2|
|⋃n+2l=2 Al| +
+
|A14A34 . . .4An+2|
|⋃n+2l=1,l 6=2Al| + . . .+
+
|A14A24 . . .4An4An+2|
|⋃n+2l=1,l 6=n+1Al| . (6)
Доведення iндукцiєю по |An+2\
⋃n+1
l=1 Al|. Припу-
стимо, що для |An+2\
⋃n+1
l=1 Al| = k нерiвнiсть
справджується. Додамо в An+2 1 елемент – по-
значимо його як a – з X\⋃n+1l=1 Al. Пiдставимо
An+2 ∪ {a} замiсть An+2 у сiмплецiальну нерiв-
нiсть:
|A14A24 . . .4An+1|
|⋃n+1l=1 Al| ≤
|A24A34 . . .4An+2|+ 1
|⋃n+2l=2 Al + 1| +
+
|A14A34 . . .4An+2|+ 1
|⋃n+2l=1,l 6=2Al|+ 1 +
+ . . .+
+
|A14A24 . . .4An4An+2|+ 1
|⋃n+2l=1,l 6=n+1Al|+ 1 .
Як бачимо, i знаменник, i чисельник кожного дробу
у правiй частинi сiмплецiальної нерiвностi бiльший
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на 1, порiвнюючи з вiдповiдним дробом нерiвностi
(6). Так як у кожного з цих дробiв чисельник не
бiльше знаменника, то цi дроби не зменшились i
нерiвнiсть послабиться порiвняно з нерiвнiстю (6),
де |An+2\
⋃n+1
l=1 Al| = k. Справдi, нехай







Це те саме, що й:
xy + xe ≤ xy + ye,
еквiвалентне xe ≤ ye, що, очевидно, виконується.
Отже, правильний додатнiй дрiб при додаваннi до
чисельника i знаменника однакового невiд’ємного
числа не зменшиться.
Залишається довести нерiвнiсть для бази iн-
дукцiї |An+2\
⋃n+1
l=1 Al| = 0, тобто для випадку
An+2 ⊂
⋃n+1
l=1 Al. Тодi нерiвнiсть можна пiдсили-
ти, замiнивши знаменник кожного дробу справа на
|⋃n+1l=1 Al|:
|A14A24 . . .4An+1|
|⋃n+1l=1 Al| ≤
|A24A34 . . .4An+2|
|⋃n+1l=1 Al| +
+
|A14A34 . . .4An+2|
|⋃n+1l=1 Al| +
+ . . .+
+
|A14A24 . . .4An4An+2|
|⋃n+1l=1 Al|| .
Домноживши на |⋃n+1l=1 Al| маємо:
|A14A24 . . .4An+1| ≤
|A24A34 . . .4An+2|+
+ |A14A34 . . .4An+2|+
+ . . .+
+ |A14A24 . . .4An4An+2|. (7)
Якщо в An+2 додавати чи забирати елемен-
ти, якi належать до 2 i бiльше множин серед
A1, A2, . . . , An+1, то значення справа в останнiй
нерiвностi не змiниться. Отже, достатньо розгля-
дати випадок An+2 ⊂ A14A24 . . .4An+1. Тепер
застосуємо iндукцiю (у бiк зменшення) по |An+2|.
База iндукцiї |An+2| = |A14A24 . . .4An+1|. Для
такого випадку нерiвнiсть 7 можна пiдсилити на-
ступним чином:











Тут права частина якраз рiвна лiвiй. Отже, для
|An+2| = |A14A24 . . .4An+1| нерiвнiсть справ-
джується. Припустимо, що вона справджується для
|An+2| = m i покажемо, що з цього випливає, вона
виконується i для |An+2| = m− 1. Нехай |An+2| =
m, i ми забираємо з An+2 1 елемент. Цей елемент
належить рiвно 1 з множин A1, A2, . . . , An+1, на-
приклад A1. При цьому в нерiвностi 7 справа дода-
нок |A24A34 . . .4An+2| зменшиться на 1, а ре-
шта n доданкiв зросте на 1; таким чином, права
частина зросте на n− 1. Це i завершує доведення.
2. Вiдомим узагальненням бiотопного простору
є простiр Марчевського–Штейнгауза, з яким наве-
дене нижче узагальнення збiгається при n = 1.
Нехай µ — мiра, визначена на сiмействi мно-
жин F , яка приймає лише скiнченнi значення. То-
дi наступна функцiя δ : Fn+1 → R+ буде n-
напiвметрикою:
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GENERALIZED BIOTOP SPACE
A generalization of biotop space is introduced in the article. It is being proved that this generalization is
the n-hemimetic space. The group of isometries of this space is being characterised, some of its properties are
being considered.
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